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1 EL MODELO DE RAMSEY

1. El modelo de Ramsey
Referencias: Sala-1i-Marfinl (200Q), capitulo 3; Blanchard and Fisched (T989), capitulo 2.

1.1. El modelo de mercado

Diferencias con respecto al modelo de crecimiento de Solow-Swan:

= Familias determinan el consumo de forma Optima.
= Separacion de consumidores y empresas.
= Tres mercados:

* Mercado de trabajo (salario)
* Mercado de capital (tasa de alquiler de capital)
» Mercado del producto (precio del producto)



1.1 EIl modelo de mercado

1

EL MODELO DE RAMSEY

1.1.1. Las familias neoclasicas

Maximizacion de la siguiente funcion de utilidad:
U(0) = / e u(cy) Lydt
0

00 1-60
—1
_ / I
0 1—46
donde

p = tasa de descuento,
c; = consumo per capita,

L; = tamafio de la poblacion,

6 = coeficiente de aversion relativa al riesgo (> 0).

(1)



1.1 EIl modelo de mercado 1 EL MODELO DE RAMSEY

Supuesto sobre el crecimiento de la poblacion:

Ly

— =n. 2

L n (2)
Entonces:

L, = L(O)e”t. 3)

Suponemos que L(0) = 1 para simplificar.

Nota:
» U(0) mide la suma de las funciones instantaneas de utilidad u(c;).
= El horizonte temporal es infinito.

= Se descuenta la utilidad futura con la tasa de descuento p.

» La funcién de utilidad u(c;) es codncava, por lo cual las familias quieren ”suavizar” el consumo.



1.1 EIl modelo de mercado 1 EL MODELO DE RAMSEY

Restriccion presupuestaria:

» [as familias poseen activos financieros B; (positivas 0 negativas) que generan intereses 7, 3;.

= Las familias son propietarios de su propio trabajo, que alquilan al salario w; por w; L.

Entonces:
B=wL+rB-C. 4)

En términos per capita:

b_BL—BL
L2 ()
=w+1rb—c—nb,
donde
B
b= 7 b(0) > 0. (6)



1.1 EIl modelo de mercado

1 EL MODELO DE RAMSEY

Resumiendo:

00 1-6
—1
U0)= [ et~ g

sujeto a b = w + b — ¢ — nb.

Suponemos que p > n (;por qué?).

Variables de estado y de control:

» Variable de estado: b

= Variable de control: ¢

(7)
(8)



1.1 EIl modelo de mercado 1 EL MODELO DE RAMSEY

Hamiltoniano:

1—
—1

H() — o—(—nit&
(1) =e g

donde v es el multiplicador dindmico de Lagrange que se puede interpretar como el valor que el consu-
midor da a una unidad adicional de activos financieros.

+vjw+ (r —n)b— |, )

Condiciones de primer orden:

H.=0 & e Wil —y (10)
Hy=-v <& —v=v(r—n), (11)
lim tit = 0. (12)

t—00

10



1.1 EIl modelo de mercado 1 EL MODELO DE RAMSEY

Ecuacién [0 dice que el valor marginal del consumo, e~"~"*c?  debe ser igual al valor marginal de la
inversion, v.

Log-diferenciacion de la ecuacion IO:

C(p—n)—OIn(e) = In(vy) = —(p—n)—ﬁgz;. (13)

Combinando ecuacion I3 with equation I, obtenemos la “ecuacion de Euler” que relaciona el creci-

miento del consumo con el coeficiente de aversion relativa al riesgo, 6, el tipo de interés, r, y la tasa de
descuento, p:

Vo = (r—p). (14)

1
0

S NN

Ecuacion [ expresa la condicion de transversalidad. La interpretacion econémica de by = 0 es que los
individuos optimizadores no quieren dejar nada que tenga valor para después de su muerte.

11



1.1 EIl modelo de mercado 1 EL MODELO DE RAMSEY

1.1.2. Las empresas neoclasicas

Supuestos:

= Las empresas alquilan trabajo al salario wy, y capital al precio R;.
= El producto que venden tiene un precio unitario.
= La tasa de depreciacion del capital es 0.

= [as empresas son competitivas, lo que quiere decir que toman todos los precios como dados.

12



1.1 EIl modelo de mercado

1 EL MODELO DE RAMSEY

La funcion de produccion satisface las tres propiedades neoclasicas:

» Rendimientos constantes de escala:
F()\K, AL) = )\F(K, L).

» Productividad marginal positiva, pero decreciente:

0F>O 8F>O 82F<0 82F<0
0K " 0L T OK? T 0L2 '
m Satisfaccion de las condiciones de Inada:
y 8F_ I (9F_O I 8F_ y oL _ 0
POk 0 mh ok 0 wiorn T Y AL oK

Nota que estos supuestos implican:

= fi(k) >0y f'(k) <0y
= limy_ f/(k) = 00y limy f/(k) = 0.

13

(15)

(16)

(17)



1.1 EIl modelo de mercado 1 EL MODELO DE RAMSEY

La funcién de produccién neocldsica que vamos a utilizar es la funcién Cobb-Douglas Y = AK*L!~
con 0 < a < 1. En términos per capita tenemos:

. K _l _l arl—-a __ 5 04_ «
f(k:)_F<f,1>_LF(K,L)_LAKL _A<L> = Ak". (18)

No hay riesgo ni incertidumbre, de forma que el rendimiento de los activos, r, tiene que coincidir con la
tasa de beneficio que obtienen los propietarios al alquilar una unidad de capital:

r=R-—0. (19)

Las empresas maximizan sus beneficios:
T=F(K,L)—(r+46K —wL. (20)

De las condiciones del primer orden deducimos entonces que el coste de alquiler de los factores de
produccion es igual a su productividad marginal:

OF
or_ ., (22)

2L =

14



1.1 EIl modelo de mercado 1 EL MODELO DE RAMSEY

En términos per capita:

r+6=f"(k), (23)
w = f(k) — kf'(k). (24)
OF 0 uria (KN a0

K (9KAK L% =aA (f) = Ak = (k). (25)

aF a arl-a K ) o o o
— ALY — ka Ak = f(k) — kf'(k). (26)

15



1.1 EIl modelo de mercado 1 EL MODELO DE RAMSEY

1.1.3. Equilibrio

Hay equilibrio en todos los mercados:

= Mercado de trabajo: w
= Mercado de capital: R
= Mercado de productos: precio normalizado a uno

» Mercado financiero: b = k (economia cerrada sin gobierno)

16



1.1 EIl modelo de mercado 1 EL MODELO DE RAMSEY

Entonces la restriccion presupuestaria en ecuacion 8 implica:

b=w+rb—c—nb (27)
s k=fk)=kf'(k)+ (f'(k) =0k — ¢ — nk (28)
s k=fk)—c—(0+n)k. (29)

Crecimiento del consumo:
¢c 1,
c=-==(f(k)—p—09). 30
Ve = e(f (k) —p—9) (30)

Condicion de transversalidad:

lim k’tVt = 0. (31)

t—00
Empleando la funcién de produccién Cobb-Douglas, y = f(k) = Ak®, obtenemos:
k=Ak® —c— (6 +n)k, (32)

| _
Ve = - = 5(@A/@a L—p—94). (33)

17



1.2 Escenarios similares alternativos

1

EL MODELO DE RAMSEY

1.2. Escenarios similares alternativos

1.2.1. La solucion de Robinson Crusoe

Supuestos:

= Economia cerrada (ahorro igual a inversion)
= Un tGnico bien

» Tasa de depreciacién o

= Tasa de crecimiento de la poblacion n

= Toda la poblacion trabajando

18



1.2 Escenarios similares alternativos 1 EL MODELO DE RAMSEY

Acumulacion del capital:

K= F(K;, L) — C,— 0K, & F(K,L)—C = K+ 0K, . (34)

ahorro inversion bruta

En términos de per capita, suponiendo rendimientos constantes de escala:
. d K
Car
KL —-KL
E | (35)
FK,L)-C—-0K KL
L LL
= f(k) —c— (0 + n)k.

19



1.2 Escenarios similares alternativos 1 EL MODELO DE RAMSEY

Problema de maximizacion:

00 61—9 —1
U(0) = / e il gy, (36)
0 1-6
sujeto a k = f(k) —c— (6 +n)k y ko > 0. (37)
Hamiltoniano:
|
H(-) = e )t fl — tolf(R) —c— (5 + )k, (38)

donde v es el multiplicador dinamico de Lagrange que se puede interpretar como el valor que el consu-
midor da a una unidad adicional de activos financieros.

20



1.2 Escenarios similares alternativos 1 EL MODELO DE RAMSEY

Condiciones de primer orden:

Ho=0 < e it —_y (39)
Hy=-v < —-v=v(f(k)—n-9), (40)
lim k’tVt = 0. (41)
t—00

Log-diferenciacion de la equacion B9 y combinacion con la ecuacion EQ:

—(p—n)t —0Ilnc=In(v), (42)

c 1 v

5‘5(”‘p‘;) (43)
¢ 1 ” 1,

o feg(n-e-t) =glrm-s-4 @)

Entonces las condiciones en las ecuaciones B4, B3 y &1l determinan la dindmica del capital y el consumo
del modelo. Nota que la solucion del modelo de familias productivas de Robinson Crusoe es idéntica a
la solucion de mercado.

21



1.2 Escenarios similares alternativos 1 EL MODELO DE RAMSEY

1.2.2. La solucion del planificador
Propiedades del planificador:

= El planificador tiene el mismo objetivo que los individuos:

o0 61—9 -1
U@%:/ e~y (45)
0 1—0

= El planificador se enfrenta a la misma funcidén de acumulacion de capital como en la economia de
Robinson Crusoe:

k=k—c—(§+n)k. (46)

= El planificador tendra en cuenta todos los mecanismos, todas las externalidades y toda la informacion
que exista en la economia a la hora de tomar decisiones.

Como no hay mecanismos extrafios ni externalidades y los individuos tienen toda la informacion, el
objetivo y la restriccion del planificador coincide con el objetivo y la restriccion a los que se enfrenta
el agente de la economia de Robinson Crusoe. Dado que la solucion de Robinson y la de mercado
competitivo son idénticas, la solucion de economia competitiva es idéntica a la del planificador. Si no
hay ninguna interferencia del gobierno, el mercado va a encontrar la solucién 6ptima.

22



1.3 La dinamica de la transicion 1 EL MODELO DE RAMSEY

1.3. La dinamica de la transicion

La dinamica a la que lleva el modelo de Ramsey se puede ilustrar con un diagrama de fases. En el
diagrama, el eje horizontal representa el stock de capital per capita, k, mientras el eje vertical representa
el consumo per capita, c. El modelo queda completamente determinado por las siguientes tres ecuaciones

(junto con el stock the capital inicial, ky):

k= f(k)—c— (0 +n)k, (47)
-1

== (k)= p=9), (48)

tlif& k’tVt =0 (49)

23



1.3 La dinamica de la transicion 1 EL MODELO DE RAMSEY

1.3.1. Lacurvak =0

Curva donde k& = 0:
c=fk)—(6+n)k

= AK® — (5 + n)k. 0)

Esta curva pasa por el punto (0, 0), crece inicialmente con £ y luego cae con k hasta cruzarse con el eje
horizontal de nuevo.

Regla de oro:

= El maximo consumo per capita se obtiene donde:

flk)y=0+n (51)

1

A T—a

= adk"'=6+n & kom—(& ) : (52)
0+n

Encima de la curva k = 0, el capital per capita decrece (k < 0), mientras que debajo de la curva k=0,
el capital per capita aumenta (k > 0).

24



1.3 La dinamica de la transicion 1 EL MODELO DE RAMSEY

1.3.2. Lacurvac=0

La primera curva donde ¢ = 0 es horizontal:

c=0. (53)

La segunda curva donde ¢ = 0 es vertical:

(k) =p+0 (54)
1
A\ T
A k'* a—1 _ 5 k.* — Q . 55
=  aA(k") p+ & <p+ 5) (55)
Nota que £* < £°° ya que p > n.

A la izquierda de la curva ¢ = 0 (es decir, a la izquierda de k%), el consumo per capita crece ¢ > 0,
mientras que a la derecha de la curve ¢ = 0 (es decir, a la derecha de £*), el consumo per capita disminuye

c < 0.

25



1.3 La dinamica de la transicion 1 EL MODELO DE RAMSEY

1.3.3. Estados estacionarios

Estados estacionarios donde & = ( y ¢ =0:

= k= 0y c=0 (estado estacionario inestable),
m k=k"yc= f(k*) — (0 + n)k* (estado estacionario con estabilidad de "’punto de silla”),

s k= k™ > 0yc = 0 (interseccién de la curva k = 0 con el eje horizontal, estado estacionario
completamente estable).

Nota que k** satisface f(k*™*) = (6 + n)k**, de forma que en el caso de una tecnologia Cobb-Douglas
tenemos:

1
A T—«
ke < = n) | (56)

El segundo cruce ocurre en la interseccion de la curva £ = 0 y la curva vertical ¢ = 0 donde £ = k*.
A largo plazo, la economia deberd converger necesariamente hacia este segundo estado estacionario, a
través de lo que se llama la “trayectoria estable”.

Si, por ejemplo, inicialmente k£ < k*, las tasas de crecimiento del consumo, del capital y del producto
per cépita son positivas.

26



1.3 La dinamica de la transicion 1 EL MODELO DE RAMSEY

El andlisis de como los valores de los pardmetros, como por ejemplo el valor de 6, afectan la trayectoria
estable se hard en clase.

27



1.4  Exclusion de trayectorias explosivas 1 EL MODELO DE RAMSEY

1.4. Exclusion de trayectorias explosivas

La trayectoria que escogen los agentes tiene que satisfacer las condiciones del primer orden, incluyendo
la condicion de transversalidad:

k= f(k)—c— (6 +n)k, (57)
_C_ Loy o

Te =7 = H(f (k) —p—9), (58)

tgnoé kv = 0. (39)

Ahora se demuestra que en el modelo infinito, la trayectoria estable es la tinica trayectoria que satisface
todas las condiciones.

Sea c¢(k) el consumo en la trayectoria estable. Suponemos que el stock the capital inicial es & y que, por
ejemplo, ky < k*. Ahora vamos a ver que ¢y no puede ser ni mas alto ni mas bajo que c(ky).

28



1.4 Exclusion de trayectorias explosivas 1 EL MODELO DE RAMSEY

Primero analizamos lo que pasa si ¢y > c¢(ky). En este caso, se consume tanto que nunca se llega a
k*. De hecho, en un momento dado se cruza la curva k = 0, y es a partir de entonces que el capital
disminuye. Inevitablemente, en un periodo 7' < o0, todo el capital se habra consumido, quedando k; en
cero. Pero entonces en el momento 7, ¢; deberia caer subitamente a cero también ya que no hay nada
mas que se puede consumir. Como implicacion de la caida tanto de ¢; y de k; a cero, tenemos ¢y = —o0
y f'(k) = oo, con lo cual la ecuacién de Euler (ecuacion 58) ya no se cumple.

Ahora consideramos el caso en el que ¢y < c(kg). En este caso, la inversion es alta y la economia
converge hacia el stock de capital £**. Como £** > k°°, sabemos que:

(B =r"+0< fi(K")=0+n & 1 <n. (60)
Por otra parte, deducimos de la condicion de optimalidad Il que:
—v=vir—-n) = y= voe Tt (61)

Entonces v crece sin limite mientras k£** se mantiene constante, lo cual viola la condicidon de transversa-
lidad B9.

29



1.5 Analisis de estatica comparativa 1 EL MODELO DE RAMSEY

1.5. Analisis de estatica comparativa
Referencia: (2aT13).

1.5.1. Variacion en la inclinacion a ahorrar

Consideramos un aumento en la tasa de descuento p que corresponde a una disminucion en la inclinacion
a ahorrar por parte de los agentes econdmicos:

» La curva ¢ = 0 vertical si estd afectada. Se desplaza hacia la izquierda, dado que  y k tienen una
relacion inversa:
¢ 1
—= (k) —p—d)=0. (62)

Como consecuencia, la curva ¢ = 0 se desplaza hacia la izquierda.
= La curva k = 0 no esté afectada.

= En el nuevo estado estacionario, el capital y el consumo son mas bajos.

= En el momento del impacto, el consumo aumenta de forma discreta y empieza una fase de reduccion
en el stock de capital, k.

30



1.5 Analisis de estatica comparativa 1 EL MODELO DE RAMSEY

1.5.2. Donaciones aditivos

Si los agentes econdmicos reciben unas donaciones aditivos (e), las ecuaciones del diagrama de fases

son:
(f'(k) = p—0), (63)
(k) —c— (0 +n)k +e. (64)

FTO o

-

En clase utilizaremos el diagrama de fases para analizar los efectos de un aumento permanente en e por
la cantidad Ae.

31



1.5 Analisis de estatica comparativa 1 EL MODELO DE RAMSEY

1.5.3. Recaudacion de impuestos y redistribucion

En clase consideraremos el caso donde el gobierno impone impuestos sobre el trabajo y el capital (con
tasa impositiva 7). Luego el gobierno redistribuye el dinero recaudado a los hogares de forma uniforme

(denotaremos la transferencia con 71}).

Las ecuaciones del diagrama de fases son:

= =7k~ p— 4], 65)
= f(k) —c— (0 + n)k. (66)

FTO o

Utilizando el diagrama de fases, analizaremos en clase los efectos:

= de una reduccion de los impuestos de forma no anticipada y

= de una reduccion de los impuestos de forma anticipada.

32



1.5 Analisis de estatica comparativa 1 EL MODELO DE RAMSEY

1.5.4. Shocks de productividad

Consideramos un shock sobre la productividad total de los factores (total factor productivity, TFP).
La produccion es ahora:

y=Af(k), (67)
donde A representa la productividad total de los factores.

Tanto el rendimiento del capital como el del trabajo son ahora proporcional a la TFP:

r— Af'(k), (68)
w = A[f(k) = kf'(k)] (69)
Ahora las ecuaciones diferenciales que determinan el equilibrio son:
¢ 1
o 5[Af’(k) —p—9l, (70)
k= Af(k)—c— (6 +n)k. (71)

Nota que tanto £* como ¢* aumentan con A.

Utilizando el diagrama de fases, analizaremos en clase los efectos de un aumento de la TFP de forma no
anticipada.

33



1.5 Analisis de estatica comparativa 1 EL MODELO DE RAMSEY

1.5.5. Gasto publico financiado por impuestos

Consideramos un gobierno que financia un gasto publico exégeno
= recaudando impuestos de suma fija y, alternativamente,
= impuestos proporcionales a la renta del trabajo y la del capital.
Gasto publico financiado por impuestos de suma fija

El gasto publico, g, es exdgeno. Para financiarlo, el estado recauda impuestos de suma fija, 7', que no
afectan a los consumidores en su decision sobre la cantidad que quieren consumir y ahorrar.

Aqui las ecuaciones de la diagrama de fases son:

=gl (k) = p = 4], (72)
= f(k)—c—(0+n)k—g. (73)

Utilizando el diagrama de fases, analizaremos en clase los efectos de un aumento del gasto publico
financiado por impuestos de suma fija.

34



1.5 Analisis de estatica comparativa 1 EL MODELO DE RAMSEY

Gasto publico financiado por impuestos proporcionales sobre la renta del trabajo y del capital

Ahora el gobierno recauda impuestos proporcionales sobre la renta del trabajo y del capital. El tipo
impositivo es 7, y la restriccion presupuestaria del gobierno es g = 7 f (k).

Aqui las ecuaciones de la diagrama de fases son:

= 20 =7 k) —p ], (74)

=(1-=7)f(k)—c—(6+n)k. (75)

| -

T O

Utilizando el diagrama de fases, analizaremos en clase los efectos de un aumento del gasto publico
financiado por impuestos proporcionales sobre la renta del trabajo y del capital.

35



A FUNCIONES DE UTILIDAD

A. Funciones de utilidad
A.1. Utilidad logaritimica.

La utilidad logaritimca viene dada por:

u(C) = log(C),
1
"(C)= = >0
u (C) . 1> ,
U//<C) = —E < O,
- u’(C) 1
="~
du' (C
7(C) = — 71 _ G,
% u'(C) ’
o)=L __c __ O
’Y( ) du'(C) Cu//(c)

(76)



A.1 Utilidad logaritimica. A FUNCIONES DE UTILIDAD

= () es la aversion absoluta al riesgo, o el reciproco de la llamada tolerancia al riesgo,
= v(C') es la aversion relativa al riesgo, o la utilidad marginal con respecto al consumo, y

» o(C) es la elasticidad de sustitucién intertemporal.

37



A.2 Utilidad isoelastica. A FUNCIONES DE UTILIDAD

A.2. Utilidad isoelastica.

La clase de funciones de utilidad por periodo caracterizada por una elasticidad de sustitucion intertem-
poral constante es:

=
u(C) = 10 T o> 0,
W(C)=C7 >0,
1
W(C) = —=C"7 7t <0,
o
() 1 (77)
() = _u’(C’) ('
Cu'(C 1
v(C) = — u’(é)) =—=7= const.
1
o(C) = ——— = o = const.
©) 1(C)

Cuando ¢ = 1, se reemplaza la funcion de utilidad isoelastica por su limite, log(C').

38



A.3 Utilidad cuadratica. A FUNCIONES DE UTILIDAD

A.3. Utilidad cuadratica.

La funcion de utilidad cuadratica es:

. u'(C) 1
N ==vie) ~r—c "
cu'(C)  C
N = - W(C)  b—C
1 b
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A.4 Utilidad exponencial.

A FUNCIONES DE UTILIDAD

A.4. Utilidad exponencial.

La funcion de utilidad exponencial es:

w(C) = —be %,  b>0,
u'(C) = e >0,
W(C) = —%e—% <0,
_ u"(C) 1
¥(C) = _u’((C)) =7 = const.,
. cd'(C) C
1 b
o(C)=—x=—=.
©) () C
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A.5 Laclase HARA de funciones de utilidad A FUNCIONES DE UTILIDAD

A.5. La clase HARA de funciones de utilidad

Una funcién de utilidad de la clase HARA, u(C), es una funcién de utilidad cuya aversion absoluta al
riesgo es hiperbolica (HARA: hyperbolic absolute risk aversion):

- u’(C) 1
fy = — — >
w'(C)  aC+b
donde a y b son constantes. Dado que la inversa de la aversion absoluta al riesgo es la tolerancia al riesgo,
una funcion de utilidad de la clase HARA tiene una tolerancia al riesgo que es lineal:

0, (80)

1 u'(C)
— = — =aC +b> 0. 81
gl u"(C) e (81)
La aversion relativa al riesgo de una funcion de utilidad de la clase HARA viene dada por:
Cu"(C C 1 b
v(0) = - 2" T 2

u'(C) “aC+b a a2C+ab
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A.5 Laclase HARA de funciones de utilidad

A FUNCIONES DE UTILIDAD

Para una funcién de utilidad de la clase HARA:

= la tolerancia al riesgo (el reciproco de la aversion absoluta al riesgo) es una funcidn que crece

linealmente con a y que es una constante is a = 0;

= la aversion relativa al riesgo crece con b y es constante si b = 0.

Se puede mostrar que todas las funciones de utilidad mencionadas arriba pertenecen a la familia HARA:

Funcidén de utilidad  « b

Logaritmica >0 =0
Isoelastica >0 =0
Cuadratica <0 >0
Exponencial =0 >0
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B LA FUNCION EXPONENCIAL

B. La funcion exponencial

El numero e se define de la siguiente manera:

, 1\"
e = lim (1 + —)
n—oo n

) ( 100%)” (83)
= lim [ 1+ .

n—oo mn

El numero e se puede entonces interpretar como el rendimiento compuesto de un activo que gana un
interés de 100 % por periodo que estd reinvertido continuamente durante un periodo.
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B LA FUNCION EXPONENCIAL

Esta definicion se puede utilizar para expresar e’ de la siguiente manera:

, B / 1 nA pt
e =11im |1+ —
| n—00 n

B 1 npt
| im <1+_) (84)

n—o0 n

— | fm (1+ p)n

n!—o00 n’

1t

donde n’ = np y se hace uso de la regla de las potencias para limites. El término e”* se puede interpretar
entonces como el rendimiento compuesto de un activo que gana un interés de p por periodo que esta
reinvertido continuamente durante ¢ periodos.

Es intuitivo que el rendimiento neto de un activo que gana un interés de p durante un periodo infinite-
simalmente pequefnio que esta reinvertido continuamente es igual a p. De hecho, esto se puede mostrar
utilizando la regla de L’Hopital:

6palt —1 pepdt

lim ——— = lim
dt—0 dt dt—0

= p. (85)
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C TEORIA DEL CONTROL OPTIMO

C. Teoria del control 6ptimo

C.1. Derivacion de los resultados fundamentales

Una empresa quiere maximizar sus beneficios totales durante un periodo que empieza en ¢t = () y termina
en el momento 7:

T
W(ko,m):/ u(k, z,t)dt. (86)
0

La variable k; es el stock de capital en el momento ¢ y el stock de capital inicial, %y, viene dada para la
empresa. La empresa tiene que elegir el valor de la variable x; en cada momento. La funcion wu(ky, x;, t)
determina la tasa con la que la empresa gana beneficios en el momento ¢ como resultado de tener el
capital k£ y tomar las decision z. El integral W (-) representa la suma de los beneficios que se ganan
durante el periodo desde el momento inicial hasta el momento 7' cuando el stock de capital inicial es &
y se siguen unas decisiones representadas por x. Nota que @ representa un nimero infinito de decisiones
desde la fecha inicial hasta 7'.
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C.1 Derivacion de los resultados fundamentales C TEORIA DEL CONTROL OPTIMO

La siguiente ecuacion determina la variacion en el stock de capital:

- dk
k== flk ). (87)

Nota que las decisiones z influyen no sélo a los beneficios contemporaneos sino que también la tasa con
la que el stock de capital estd cambiando y por tanto la cantidad de capital disponible en el futuro.

El problema es como elegir la trayectoria © de tal manera que se maximiza el resultado total, V. La
solucion no es facil dado que se trata de un problema de optimizacion en un contexto dinamico. Calculo
ordinario s6lo nos demuestra como se pueden elegir variables individuales para solucionar un problema
de optimizacion. ;Entonces como se puede resolver el problema? Lo que vamos a hacer es reducir el
problema a uno al que podemos aplicar el céalculo ordinario.

46



C.1 Derivacion de los resultados fundamentales C TEORIA DEL CONTROL OPTIMO

Considera el problema cuando el periodo relevante empieza en el momento ¢:

T
Wk, x,t) = / u(kr, x., 7)dT
t

T

= u(k:t,:ct,t)AJr/ u(kr, xp, T)dT
t+A
= U(kt,ﬂft,t)A—FW(kt+A,m,t—|—A).

donde A es un intervalo de tiempo muy pequefio. Esto dice que el valor contribuido a la suma total de
los beneficios a partir del momento ¢ tiene dos partes. La primera parte consiste en los beneficios del
intervalo de tiempo pequeno que comienza en el momento ¢. La segunda parte es la suma de todos los
beneficios que se ganan a partir del momento ¢ + A.
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C.1 Derivacion de los resultados fundamentales C TEORIA DEL CONTROL OPTIMO

Sea V*(ky, t) el mejor valor para W que se puede conseguir cuando se empieza en el momento ¢ con un
stock de capital k;:

V*<kt7 t) = méX W(kt, €T, t)

Suponemos que la empresa elige x; (cualquier decision, no necesariamente la decision Optima) para el
intervalo de tiempo corto e inicial A y que después sigue la mejor politica posible. Esto nos da:

V(]{Tt, T, t) = U(kt, T, t)A + V*(]{TH_A, t+ A) (88)
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C.1 Derivacion de los resultados fundamentales C TEORIA DEL CONTROL OPTIMO

Ahora todo el problema se reduce a uno que consiste en encontrar el valor 6ptimo para x;. Este valor
convertiria V' en la tltima ecuacion a V'*. La condicion del primer orden es:

0 0
A—U(lﬁ, T, t) + —V*(/ﬂH_A, t+ A)

3xt (9xt

0 oV* Okiya
= A—ul(k, x4, t

axtu< y Tty )+ akH—A axt (89)
= 0.

Considera el segundo factor del segundo término. Dado que A es pequeiio,
kin = ky 4+ kA

Recuerda que k, la tasa con la que el stock de capital crece, depende de la variable de control, z;:
k= f(k,z,t).

Nosotros obtenemos:

Okpin _ \OF
aﬂft aﬂft .
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C.1 Derivacion de los resultados fundamentales C TEORIA DEL CONTROL OPTIMO

¢ Cuadl es el significado del primer factor, 0V */0k? Es el valor marginal de capital en el momento ¢ + A
que nos dice como el valor maximal de IV varia en respuesta a un incremento por una unidad del stock
de capital en el momento ¢ + A. Lo denotamos como \;:

0
A= 2 V().

A veces, vamos a llamar a )\; el co-estado y a k; el estado.
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C.1 Derivacion de los resultados fundamentales C TEORIA DEL CONTROL OPTIMO

La condicion del primer orden en ecuacion (B9) ahora es:

ou ) of
o2 HAD - .,
ou of of
— A——
(%Jt At@xt )\t &Et
= 0.

Aqui se ha hecho uso del hecho de que el valor marginal de capital varia de forma suave a través del
tiempo, de forma que A\, A = \; + AA.

Vamos a dejar que A se acerque a cero. El tercer término llega a ser muy, muy pequeiio, asi que lo vamos
a ignorar. Entonces obtenemos el siguiente resultado importante:
N
0xy 0x;
Esta ecuacion dice que en la trayectoria optimal, el effect marginal a corto plazo de una variacion en la
variable de control tiene que compensar el efecto a largo plazo de esta variacion sobre el valor total del
stock de capital.

0. (90)

Supongamos que el valor 6ptimo de x; se haya determinado con la ecuacion (R0) y que lo denotamos
como z;. Cuando se coge esta decision, V' (k¢, x4, t) en ecuacion (BR) llega a ser igual a V*(ky, t):

V*(k,t) = ulk, 2, ) A + Vi (kn, t + A).
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C.1 Derivacion de los resultados fundamentales C TEORIA DEL CONTROL OPTIMO

Vamos a diferenciar esta ecuacion con respecto a k:

ou 0 _,,
% + %V (kt+A, t 4+ A)
ou ak't+A

ok T ok
= Aau+ (1+Aaf) (A +AA)

Ok Ok
ou of of o
Ok Ok Ok

A = A

= A

= AT A AN AL+

El dltimo término de la dltima linea llega a ser muy pequeiio cuando A se acerca a cero y lo vamos a
ignorar. Entonces obtenemos otro resultado importante:

u of
5/€ ok

Esto significa que cuando se sigue la trayectoria Optima para la acumulacion de capital, la tasa con la
que una unidad del capital se desprecia en un intervalo corto tiene que ser igual a su contribucion a los
beneficios actuales durante el intervalo mas su contribucion a los beneficios potenciales en el futuro, es
decir, después del intervalo corto.

—\ = 91)
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C.2 El Principio del Mdximo C TEORIA DEL CONTROL OPTIMO

C.2. El Principio del Maximo

Los dos resultados en las ecuaciones (R0) y (81]), junto con el requerimiento que k=f (k,z,t) que forma
parte de la especificacion del problema, se pueden resumir con la ayuda de una funcion auxiliar que se
suele llamar la funcion Hamiltoniana, o el Hamiltoniano:

H=u(k,x,t)+ M\f(k,z,t).

Todas las tres formulas se pueden expresar en términos de las derivadas parciales del Hamiltoniano:

OH :
g—?[ =k, 92)
g_f[ = 0, ©3)

Estas tres formulas determinan conjuntamente las trayectorias a través del tiempo de la variable de
control, x;, el stock de capital, k;, y el valor del capital, ;.
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C.2 El Principio del Mdximo C TEORIA DEL CONTROL OPTIMO

(Por qué se habla entonces del Principio del Maximo? Para verlo, considera la siguiente modificacion
del Hamiltoniano:

H* = u(k,z,t) + =Xk

H* se puede interpretar como la suma de los beneficios realizados durante un intervalo muy corto de
tiempo y la variacion en el valor del stock de capital (que resulta tanto de una variacion de la cantidad
como de una variacion de la valoracion) durante este intervalo de tiempo. En otras palabras, resume
todos los beneficios actuales y potenciales futuros. Esto es lo que se quiere maximizar durante el periodo
bajo consideracion, desde el momento inicial hasta 7'. Pero si maximizamos H* con respecto a x y k,
simplemente obtenemos (R0) y (21). El Hamiltoniano modificado H* se distingue de H porque incluye
ganancias de capital. Pero esto es solo una cuestion de definicion. Si utilizamos H en lugar de H*, las
formulas relevantes son las de las ecuaciones (82) a (84).

Para las condiciones de frontera, mira (I992). No se han mencionado las condiciones del segundo
orden pero en un principio las deberiamos comprobar también.
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C.3 Formulas estandares C TEORIA DEL CONTROL OPTIMO

C.3. Formulas estandares

En economia, el problema del control éptimo a menudo tiene la siguiente forma. La funcion objetiva es:

t
W(ko):/ u(ky, x4, t)e Pdt,
0

donde e " es el factor de descuento y k, el valor inicial de la variable de estado, se presenta como parte
del problema. La ecuacion de estado es k = f(k¢, uy, t).

Para un problema de este tipo, el Hamiltoniano es:
H = U(]Ct, T, t)€_pt + )\tf(kta T, t)

El Principio del Maximo requiere que las siguientes ecuaciones se cumplen para ¢ € [0, oo|:

o0H :
=k
o
B
= -\

ok
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C.4 Literatura C TEORIA DEL CONTROL OPTIMO

Un método igualmente valido es utilizar el Hamiltoniano de valor corriente que tiene la siguiente defini-
cion:

He = He ™ = u(ky, w4, t) 4 pef (ke w4, 1),

donde trabajamos con una variable de co-estado modificada 1 = A\;e *'. Las condiciones del primer
orden son ahora:

oH
O
oH
Ox
oH
Ok

pu— k’
pu— O’

= —p+pp.

C.4. Literatura

Una buena introduccion a la teoria del control éptimo es (T992). Sydsa&ter, Strom and Berck
(2000) ofrecen una coleccion de formulas utiles. The derivaciones en este apéndice son un resumen del
articulo de Dorfmanl (T969) que da una interpretacion economica al Principio del Maximo (Maximum
Principle).
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