Crecimiento econdmico

Nikolas A. Miiller-Plantenberg”

2016-2017

“E-mail: nikolas@mullerpl.net. Address: Faculty of Economics and Business Administration, Universidad Auté-
noma de Madrid, 28049 Cantoblanco, Madrid, Spain.



1 EL MODELO DE RAMSEY

1. El modelo de Ramsey

Referencias: Bala-i-Marfid (Z000), capitulo 3; Blanchard and Fisched (T9RY), capitulo 2.

1.1. El modelo de mercado
Diferencias con respecto al modelo de crecimiento de Solow-Swan:

» Familias determinan el consumo de forma éptima.
= Separacion de consumidores y empresas.
= Tres mercados:

* Mercado de trabajo (salario)
* Mercado de capital (tasa de alquiler de capital)
* Mercado del producto (precio del producto)

1.1.1. Las familias neoclasicas

Maximizacion de la siguiente funcién de utilidad:

U(0) = /000 e 'u(c;) Ledt

—— ()
- / Rty
donde
p = tasa de descuento,
€; = consumo per capita,
L; = tamaiio de la poblacion,
6 = coeficiente de aversion relativa al riesgo (> 0).
Supuesto sobre el crecimiento de la poblacion:
Ly
— =n. 2
L, " )
Entonces:
L. = L(0)e™. (3)

Suponemos que L(0) = 1 para simplificar.

Nota:
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= U(0) mide la suma de las funciones instantdneas de utilidad u(c;).

= El horizonte temporal es infinito.

Se descuenta la utilidad futura con la tasa de descuento p.

La funcién de utilidad u(c;) es concava, por lo cual las familias quieren ”suavizar” el consu-
mo.

Restriccion presupuestaria:

» Las familias poseen activos financieros B; (positivas o negativas) que generan intereses 1 3;.

= Las familias son propietarios de su propio trabajo, que alquilan al salario w, por w;L;.

Entonces:

B=wL+rB-C. “)

En términos per capita:

- BL - BL
N L2 )
=w +1rb—c—nb,
donde
B
b=—, b ) 6
o b(0) >0 ©)
Resumiendo:
0o 1-0
_ —(p-npCt_ — L dt 7
U0 = [ et Q
sujetoab:w+rb—c—nb. (8)

Suponemos que p > n (;por qué?).

Variables de estado y de control:

» Variable de estado: b

» Variable de control: ¢
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Hamiltoniano:

=’ —1

H() = ¢ (pmtt  ~
()=e T g

+vjw+ (r—n)b— ¢, 9)

donde v es el multiplicador dindmico de Lagrange que se puede interpretar como el valor que el
consumidor da a una unidad adicional de activos financieros.

Condiciones de primer orden:

Ho=0 & e micl—y (10)
Hy=-rv < —v=v(r—n), (11)
lim b,v; = 0. (12)
t—o00

Ecuacién [ dice que el valor marginal del consumo, e~(»~™*c~?  debe ser igual al valor marginal
de la inversion, v.

Log-diferenciacion de la ecuacion I0:

—(p—n)—0ln(e) =) = —(p—n)—@é = —. (13)

C 14

Combinando ecuacion 3 with equation [, obtenemos la “ecuacidén de Euler” que relaciona el
crecimiento del consumo con el coeficiente de aversion relativa al riesgo, 6, el tipo de interés, r, y
la tasa de descuento, p:

_c_L._

Ecuacién [ expresa la condicién de transversalidad. La interpretacion econémica de b;v; = 0 es
que los individuos optimizadores no quieren dejar nada que tenga valor para después de su muerte.

1.1.2. Las empresas neoclasicas
Supuestos:

= Las empresas alquilan trabajo al salario w,, y capital al precio R;.
= El producto que venden tiene un precio unitario.
= La tasa de depreciacion del capital es 0.

= [as empresas son competitivas, lo que quiere decir que toman todos los precios como dados.
La funcién de produccioén satisface las tres propiedades neoclasicas:

= Rendimientos constantes de escala:

F(AK,\L) = A\F(K, L). (15)
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» Productividad marginal positiva, pero decreciente:

or or 0*F 0*F

— — —_— —_— . 16

8K>O’ 8L>0’ 8K2<0’ 8L2<0 (16)
» Satisfaccion de las condiciones de Inada:

, OF . OF . OF 0L B

i or — oo Jm g =0 Jmap = [lim o =0 {17

Nota que estos supuestos implican:

= f'(k) >0y f"(k) <0y
w limy o f/(k) = 0oy limy o f'(k) = 0.

La funcién de produccion neocldsica que vamos a utilizar es la funcion Cobb-Douglas Y =
AK®L'7® con 0 < o < 1. En términos per capita tenemos:

_ K _l _l arl—-a __ 5 a_ a
f(k)_F(fJ)_LF(K,L)_LAKL _A<L) = Ak®. (18)

No hay riesgo ni incertidumbre, de forma que el rendimiento de los activos, r, tiene que coincidir
con la tasa de beneficio que obtienen los propietarios al alquilar una unidad de capital:

r=R-0. (19)

Las empresas maximizan sus beneficios:
7=F(K,L)—(r+ 0K —wlL. (20)

De las condiciones del primer orden deducimos entonces que el coste de alquiler de los factores de
produccion es igual a su productividad marginal:

OF

o —R=r+a @y
OF
o7 =W (22)
En términos per capita:
r+d=f(k), (23)
w= f(k)—kf'(k). (24)
OF 0, wra EN*™' o,
aF a arl—-a __ K “ _ a a

= Ak™ — kaAk®™' = f(k) — kf' (k). (26)
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1.1.3. Equilibrio

Hay equilibrio en todos los mercados:

= Mercado de trabajo: w
» Mercado de capital: R
= Mercado de productos: precio normalizado a uno

= Mercado financiero: b = k (economia cerrada sin gobierno)

Entonces la restriccion presupuestaria en ecuacion B implica:

b=w-+rb—c—nb 27
& k= f(k) = kf'(k)+ (f'(k) = 0)k — c — nk (28)
e k=f(k)—c—(6+n)k (29)

Crecimiento del consumo:

1

=2k - o). (30)

Ye

Condicién de transversalidad:

lim kv = 0. 3D
t—o0

Empleando la funcién de produccién Cobb-Douglas, y = f(k) = Ak, obtenemos:

k= Ak* —c— (6 + n)k, (32)
_ ¢ _ 1 a—1 o
Ve = 7 = Sladk* —p—). (33)

1.2. Escenarios similares alternativos

1.2.1. La solucion de Robinson Crusoe
Supuestos:

= Economia cerrada (ahorro igual a inversion)
= Un tnico bien
= Tasa de depreciacién o

» Tasa de crecimiento de la poblacion n
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= Toda la poblacion trabajando

Acumulacién del capital:

Kt - F(Kt, Lt) - Ct - 6Kt = F(Kt, Lt) - Ct == Kt + 6Kt . (34)
ahorro inversion bruta

En términos de per capita, suponiendo rendimientos constantes de escala:
. d K
"TaT
_ KL-KL
L2 (35)
F(K,L)-C—-0K KL
L LL
= f(k) —c— (6 +n)k.

Problema de maximizacion:

0 Cl—@ -1
U(0) = / e~ (Pt L dt, (36)
0 1-0
sujeto a k = f(k) —c— (0 +n)ky ko > 0. 37)
Hamiltoniano:
-1
H() =m0 = v[f(k) = c = (6 + n)k], (38)

donde v es el multiplicador dindmico de Lagrange que se puede interpretar como el valor que el
consumidor da a una unidad adicional de activos financieros.

Condiciones de primer orden:

H =0 & e mi0_ 39)
Hy=-v < —v=v(f'(k)—n-19), (40)
h’m ktl/t = O (41)
t—o00

Log-diferenciacion de la equacion B4 y combinacion con la ecuacion B:

—(p—n)t —0lnc=1In(v), (42)

c 1 v

zza(”‘P‘;) )

o feg(nmr= D)= grw a4 @
c 0 v 0 '

Entonces las condiciones en las ecuaciones B4, BY y Bl determinan la dindmica del capital y el
consumo del modelo. Nota que la solucién del modelo de familias productivas de Robinson Crusoe
es idéntica a la solucion de mercado.
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1.2.2. La solucion del planificador
Propiedades del planificador:

= El planificador tiene el mismo objetivo que los individuos:

179_1

U(0) = / o L A 45)
; 1-0

= El planificador se enfrenta a la misma funcién de acumulacion de capital como en la eco-
nomia de Robinson Crusoe:

k=k—c—(6+n)k. (46)

= El planificador tendrd en cuenta todos los mecanismos, todas las externalidades y toda la
informacion que exista en la economia a la hora de tomar decisiones.

Como no hay mecanismos extrafios ni externalidades y los individuos tienen toda la informacion,
el objetivo y la restriccion del planificador coincide con el objetivo y la restriccion a los que se
enfrenta el agente de la economia de Robinson Crusoe. Dado que la solucion de Robinson y la
de mercado competitivo son idénticas, la solucion de economia competitiva es idéntica a la del
planificador. Si no hay ninguna interferencia del gobierno, el mercado va a encontrar la solucién
optima.

1.3. La dinamica de la transicion

La dindmica a la que lleva el modelo de Ramsey se puede ilustrar con un diagrama de fases. En el
diagrama, el eje horizontal representa el stock de capital per capita, &k, mientras el eje vertical re-
presenta el consumo per capita, c. El modelo queda completamente determinado por las siguientes
tres ecuaciones (junto con el stock the capital inicial, k):

k= f(k)—c— (6 +n)k, (47)
Y A

Y=z =5(f k) —p—0), (48)

tli}l’g ktl/t = O (49)

1.3.1. Lacurvak =0

Curva donde k = 0:
c=f(k)—(0+n)k (50)
= Ak® — (6 + n)k.

Esta curva pasa por el punto (0, 0), crece inicialmente con %k y luego cae con £ hasta cruzarse con
el eje horizontal de nuevo.

Regla de oro:
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» El méaximo consumo per capita se obtiene donde:

fl)=6+n 1)

A\
= Akl =64n o ko= (2 . (52)
d+n

Encima de la curva k=0,el capital per capita decrece (k < 0), mientras que debajo de la curva
k = 0, el capital per capita aumenta (k > 0).

1.3.2. Lacurvac=0

La primera curva donde ¢ = 0 es horizontal:

c=0. (53)

La segunda curva donde ¢ = 0 es vertical:

f(E)=p+0 (54)

ad \ e
= aAk)*=p+0 & kK=(— : 55
aA(k") p (p+5) (55)
Nota que £* < k°° ya que p > n.

A la izquierda de la curva ¢ = 0 (es decir, a la izquierda de £*), el consumo per capita crece ¢ > 0,
mientras que a la derecha de la curve ¢ = 0 (es decir, a la derecha de £*), el consumo per capita
disminuye ¢ < 0.

1.3.3. Estados estacionarios
Estados estacionarios donde k = 0 yc=0:

» k= 0y c=0 (estado estacionario inestable),
» k=k*yc= f(k*) — (0 + n)k* (estado estacionario con estabilidad de "punto de silla”),

» k= k™ > 0yc =0 (interseccion de la curva k= 0conel eje horizontal, estado estacionario
completamente estable).

Nota que £** satisface f(k*) = (0 + n)k*™, de forma que en el caso de una tecnologia Cobb-
Douglas tenemos:

1

k _(5+n) | (56)
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El segundo cruce ocurre en la interseccion de la curva £ = 0y la curva vertical ¢ = 0 donde
k = k*. A largo plazo, la economia debera converger necesariamente hacia este segundo estado
estacionario, a través de lo que se llama la “trayectoria estable”.

Si, por ejemplo, inicialmente £ < k¥, las tasas de crecimiento del consumo, del capital y del
producto per cépita son positivas.

El andlisis de cémo los valores de los pardmetros, como por ejemplo el valor de 6, afectan la
trayectoria estable se hara en clase.

1.4. Exclusion de trayectorias explosivas

La trayectoria que escogen los agentes tiene que satisfacer las condiciones del primer orden, inclu-
yendo la condicion de transversalidad:

k= f(k)—c— (6 +n)k, (57)
= Yy,
tli)ﬂl ktVt =0. (59)

Ahora se demuestra que en el modelo infinito, la trayectoria estable es la Unica trayectoria que
satisface todas las condiciones.

Sea ¢(k) el consumo en la trayectoria estable. Suponemos que el stock the capital inicial es kg y
que, por ejemplo, ky < k*. Ahora vamos a ver que ¢y no puede ser ni mds alto ni mas bajo que

C(k’o).

Primero analizamos lo que pasa si ¢y > c(ko). En este caso, se consume tanto que nunca se llega a
k*. De hecho, en un momento dado se cruza la curva k = 0, y es a partir de entonces que el capital
disminuye. Inevitablemente, en un periodo 7' < oo, todo el capital se habrd consumido, quedando
k; en cero. Pero entonces en el momento 7', ¢, deberia caer subitamente a cero también ya que no
hay nada mds que se puede consumir. Como implicacién de la caida tanto de c¢; y de k; a cero,
tenemos ¢r = —oo 'y f/(k) = oo, con lo cual la ecuacién de Euler (ecuacion BR) ya no se cumple.

Ahora consideramos el caso en el que ¢y < c(ko). En este caso, la inversion es alta y la economia
converge hacia el stock de capital £**. Como k** > £k°°, sabemos que:

() =r"+d< f/(k)=0+n & 1 <n (60)
Por otra parte, deducimos de la condicion de optimalidad Il que:
—v=v(r—n) = v =uppe " (61)

Entonces v crece sin limite mientras £** se mantiene constante, lo cual viola la condicion de trans-
versalidad B3.

1.5. Analisis de estatica comparativa
Referencia: (O13).

10
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1.5.1. Variacion en la inclinacion a ahorrar

Consideramos un aumento en la tasa de descuento p que corresponde a una disminucién en la
inclinacién a ahorrar por parte de los agentes econémicos:

» Lacurva ¢ = 0 vertical si estd afectada. Se desplaza hacia la izquierda, dado que ¢ y k tienen
una relacién inversa:

¢ 1
S (k) —p-d)=0. (62)
c 0
Como consecuencia, la curva ¢ = 0 se desplaza hacia la izquierda.
= La curva k = 0 no est4 afectada.
= En el nuevo estado estacionario, el capital y el consumo son mds bajos.

= En el momento del impacto, el consumo aumenta de forma discreta y empieza una fase de
reduccidn en el stock de capital, k.

1.5.2. Donaciones aditivos

Si los agentes econdmicos reciben unas donaciones aditivos (e), las ecuaciones del diagrama de
fases son:

C— S ®) - p -0, (©3)
k=f(k)—c—(0+n)k+e. (64)

En clase utilizaremos el diagrama de fases para analizar los efectos de un aumento permanente en
e por la cantidad Ae.

1.5.3. Recaudacion de impuestos y redistribucion

En clase consideraremos el caso donde el gobierno impone impuestos sobre el trabajo y el capital
(con tasa impositiva 7). Luego el gobierno redistribuye el dinero recaudado a los hogares de forma
uniforme (denotaremos la transferencia con 1}).

Las ecuaciones del diagrama de fases son:

= Sl =)7 () — 3], (©9)
= f(k) —c— (0 + n)k. (66)

TFTO O

Utilizando el diagrama de fases, analizaremos en clase los efectos:

= de una reduccidn de los impuestos de forma no anticipada y

= de una reduccién de los impuestos de forma anticipada.

11
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1.5.4. Shocks de productividad

Consideramos un shock sobre la productividad total de los factores (total factor productivity, TFP).

La produccién es ahora:

y = Af(k), (67)
donde A representa la productividad total de los factores.

Tanto el rendimiento del capital como el del trabajo son ahora proporcional a la TFP:

r— Af(k), (68)
w = A[f(k) — k[ (k)] (69)

Ahora las ecuaciones diferenciales que determinan el equilibrio son:

(e R

= ZIAF ()~ p -4, 70
=Af(k) —c— (6 +n)k. (71)

T O

Nota que tanto k£* como ¢* aumentan con A.

Utilizando el diagrama de fases, analizaremos en clase los efectos de un aumento de la TFP de
forma no anticipada.

1.5.5. Gasto publico financiado por impuestos

Consideramos un gobierno que financia un gasto publico exogeno

= recaudando impuestos de suma fija y, alternativamente,

= impuestos proporcionales a la renta del trabajo y la del capital.

Gasto publico financiado por impuestos de suma fija El gasto publico, g, es exégeno. Para
financiarlo, el estado recauda impuestos de suma fija, 7', que no afectan a los consumidores en su
decision sobre la cantidad que quieren consumir y ahorrar.

Aqui las ecuaciones de la diagrama de fases son:

S )~ p 0], 72)
= f(k)—c—(0+n)k—g. (73)

T O

Utilizando el diagrama de fases, analizaremos en clase los efectos de un aumento del gasto publico
financiado por impuestos de suma fija.

12



A FUNCIONES DE UTILIDAD

Gasto publico financiado por impuestos proporcionales sobre la renta del trabajo y del capi-
tal Ahora el gobierno recauda impuestos proporcionales sobre la renta del trabajo y del capital.
El tipo impositivo es 7, y la restriccion presupuestaria del gobierno es g = 7f (k).

Aqui las ecuaciones de la diagrama de fases son:

C =2l - k)~ -] 74
k=0—=71)f(k)—c—(64n)k. (75)

Utilizando el diagrama de fases, analizaremos en clase los efectos de un aumento del gasto publico
financiado por impuestos proporcionales sobre la renta del trabajo y del capital.

A. Funciones de utilidad

A.1. Utilidad logaritimica.

La utilidad logaritimca viene dada por:

u(C) = log(C),

wm:é>a
zﬂ@-—%<&
_ u'(C) 1
(C) = — w(C) o (76)

du'(C
J0) = __OE)

L ' (C) ’
ac /

(€)= e MOy

= 3(C) es la aversion absoluta al riesgo, o el reciproco de la llamada tolerancia al riesgo,
= 7(C) es la aversion relativa al riesgo, o la utilidad marginal con respecto al consumo, y

» 0(C) es la elasticidad de sustitucion intertemporal.

13



A.2 Utilidad isoelastica. A FUNCIONES DE UTILIDAD

A.2. Utilidad isoelastica.

La clase de funciones de utilidad por periodo caracterizada por una elasticidad de sustitucion in-
tertemporal constante es:

u(C) = fl__i, o >0,

W(C) = et
u'(C) = ——C7o 7 <0,

o= O L
7(C) = _(“Zfl(/éc;> = % = 7 = const.

o(C) = ﬁ = 0 = const.

Cuando o = 1, se reemplaza la funcion de utilidad isoelastica por su limite, log(C').

A.3. Utilidad cuadratica.

La funcidn de utilidad cuadratica es:

u(ey ==,

u'(C)=b-C, W' (C) > 0if C < b,
u"(C)=-1<0,

i (O 1

Y(C) 20 h—C (78)

o) C
WO =)y "o
1 b
o(C) = m =" 1

14
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A.4. Utilidad exponencial.

La funcién de utilidad exponencial es:

u(C) = —be™ T, b >0,

W(C)=e% >0,
u'(C) = —%e_g <0,
F(C) = —Z,:((g)) = % = const., (719)
o) ¢
1 b
C)= —r=—.
7(C) 1(C) ¢

A.5. La clase HARA de funciones de utilidad

Una funcién de utilidad de la clase HARA, u(C'), es una funcién de utilidad cuya aversién absoluta
al riesgo es hiperbdlica (HARA: hyperbolic absolute risk aversion):

(o) 1

7= W' (C)  aC+b
donde a y b son constantes. Dado que la inversa de la aversion absoluta al riesgo es la tolerancia al
riesgo, una funcion de utilidad de la clase HARA tiene una tolerancia al riesgo que es lineal:

>0, (80)

1 u'(C)
—=— =aC+b>0. 81
37wy T ®h
La aversion relativa al riesgo de una funcion de utilidad de la clase HARA viene dada por:
cu'(C C 1 b
1(0) = -2 S (82)

W(C)  aC+b a a®C+ab
Para una funcién de utilidad de la clase HARA:

= la tolerancia al riesgo (el reciproco de la aversion absoluta al riesgo) es una funcién que
crece linealmente con a y que es una constante is a = 0;

= la aversion relativa al riesgo crece con b y es constante si b = 0.

Se puede mostrar que todas las funciones de utilidad mencionadas arriba pertenecen a la familia
HARA:

Funcion de utilidad  a b
Logaritmica >0 =
Isoelastica >0 =
Cuadratica <0 >0
Exponencial = >0

15



C TEORIA DEL CONTROL OPTIMO

B. La funcién exponencial

El numero e se define de la siguiente manera:

1 n
e = lim (1 4+ —)
n— 00 n

1 n
= lim <1—|— OO%) .

n—oo n

(83)

El nimero e se puede entonces interpretar como el rendimiento compuesto de un activo que gana
un interés de 100 % por periodo que esta reinvertido continuamente durante un periodo.

Esta definicion se puede utilizar para expresar e’ de la siguiente manera:

. r ) 1 n pt
e =]lm(1+—
| n—o0 n

r 1 npt
~ [1im <1+5) } (84)

r n t
= | m (14 £) }
_n’—>oo n

donde n’ = np y se hace uso de la regla de las potencias para limites. El término e”* se puede
interpretar entonces como el rendimiento compuesto de un activo que gana un interés de p por
periodo que estd reinvertido continuamente durante ¢ periodos.

Es intuitivo que el rendimiento neto de un activo que gana un interés de p durante un periodo
infinitesimalmente pequeiio que esta reinvertido continuamente es igual a p. De hecho, esto se
puede mostrar utilizando la regla de L’ Hopital:

epdt -1 pepdt
i = 1If = p.
g T im = (85)

C. Teoria del control 6ptimo

C.1. Derivacion de los resultados fundamentales

Una empresa quiere maximizar sus beneficios totales durante un periodo que empiezaent = 0y
termina en el momento 7"

T
W ko, x) = / u(k,x,t)dt. (86)

0
La variable k; es el stock de capital en el momento ¢ y el stock de capital inicial, %, viene dada para
la empresa. La empresa tiene que elegir el valor de la variable x; en cada momento. La funcién

u(ky, xy, t) determina la tasa con la que la empresa gana beneficios en el momento ¢ como resultado

16



C.1 Derivacion de los resultados fundamentales C TEORIA DEL CONTROL OPTIMO

de tener el capital k y tomar las decisién z. El integral W (-) representa la suma de los beneficios
que se ganan durante el periodo desde el momento inicial hasta el momento 7' cuando el stock
de capital inicial es kg y se siguen unas decisiones representadas por x. Nota que x representa un
numero infinito de decisiones desde la fecha inicial hasta 7'.

La siguiente ecuacion determina la variacion en el stock de capital:

- dk
k=— = f(k,x,t). 87
dt f( 71" ) ( )
Nota que las decisiones x influyen no sé6lo a los beneficios contempordneos sino que también la
tasa con la que el stock de capital estd cambiando y por tanto la cantidad de capital disponible en

el futuro.

El problema es como elegir la trayectoria  de tal manera que se maximiza el resultado total, V.
La solucién no es facil dado que se trata de un problema de optimizacién en un contexto dindmico.
Calculo ordinario s6lo nos demuestra como se pueden elegir variables individuales para solucionar
un problema de optimizacion. ;Entonces como se puede resolver el problema? Lo que vamos a
hacer es reducir el problema a uno al que podemos aplicar el célculo ordinario.

Considera el problema cuando el periodo relevante empieza en el momento ¢:

T
Wk, x,t) = / w(ky, x,, T)dT
¢

T

= u(kt,xt,t)A+/ u(ky, ., 7)dT
t+A

= U(kt7$t,t)A+W(kt+A,m7t+A).

donde A es un intervalo de tiempo muy pequefio. Esto dice que el valor contribuido a la suma
total de los beneficios a partir del momento ¢ tiene dos partes. La primera parte consiste en los
beneficios del intervalo de tiempo pequefio que comienza en el momento ¢. La segunda parte es la
suma de todos los beneficios que se ganan a partir del momento ¢ + A.

Sea V*(k;,t) el mejor valor para W que se puede conseguir cuando se empieza en el momento ¢
con un stock de capital £;:

V*(kt, t) = max W(kft, €T, t)
€T
Suponemos que la empresa elige z; (cualquier decisién, no necesariamente la decision optima)

para el intervalo de tiempo corto e inicial A y que después sigue la mejor politica posible. Esto nos
da:

V(ktaxbt) = u<kt7$t7t)A+V*(kt+Aat+A)' (88)

Abhora todo el problema se reduce a uno que consiste en encontrar el valor 6ptimo para x;. Este
valor convertiria V' en la tltima ecuacion a V'*. La condicion del primer orden es:

0
Aa—a’;t

0
= A—
al’t

0
U(k’, T, t) + _xtv*(l{?t+A, t+ A)

0
ov* Ok
u(k, zy, t) + Ohron th:f

(89)
= 0.
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C.1 Derivacion de los resultados fundamentales C TEORIA DEL CONTROL OPTIMO

Considera el segundo factor del segundo término. Dado que A es pequefio,
keon = ki + kA.

Recuerda que k, 1a tasa con la que el stock de capital crece, depende de la variable de control, z;:

o= f(k,z,t).

Nosotros obtenemos:

Okiyn  , Of
8xt n A@xt

¢(Cudl es el significado del primer factor, 9V*/0k? Es el valor marginal de capital en el momento
t+ A que nos dice cémo el valor maximal de 1V varia en respuesta a un incremento por una unidad
del stock de capital en el momento ¢ + A. Lo denotamos como \;:

9 .
A= SV (k).

A veces, vamos a llamar a ); el co-estado y a k; el estado.

La condicién del primer orden en ecuacién (B9) ahora es:

ou of
a—xt+)\t+Aa—$t
ou of . . 0f
= a2 L ADL
a$t+ tf)xt+ ! 8.2Ut
= 0.

Aqui se ha hecho uso del hecho de que el valor marginal de capital varia de forma suave a través
del tiempo, de forma que Ay n = Ay + NA.

Vamos a dejar que A se acerque a cero. El tercer término llega a ser muy, muy pequefio, asi que lo
vamos a ignorar. Entonces obtenemos el siguiente resultado importante:

6u+)\af _

Oz, O

0. (90)

Esta ecuacidon dice que en la trayectoria optimal, el effect marginal a corto plazo de una variacion
en la variable de control tiene que compensar el efecto a largo plazo de esta variacion sobre el valor
total del stock de capital.

Supongamos que el valor 6ptimo de x; se haya determinado con la ecuacién (B0) y que lo de-
notamos como z;. Cuando se coge esta decision, V' (k;, z, t) en ecuacién (BB) llega a ser igual a
% (k‘t, t)

V*(k,t) = u(k,z;, ) A + V*(kpn, t + A).

18



C.2 El Principio del Mdximo C TEORIA DEL CONTROL OPTIMO

Vamos a diferenciar esta ecuacion con respecto a k:

du B .
>\t - A8k+8kv (kt+A,t+A)
_ AOu akt+A>\
- Tok T ok e
L\ Ou of .
- Aak+(1+Aak>(>\+>\A)
L\ Ou of If \a
= Aak—i-)\—l—A)\ak—i—A)\—l—)\akA.

El dltimo término de la dltima linea llega a ser muy pequefio cuando A se acerca a cero y lo vamos
a ignorar. Entonces obtenemos otro resultado importante:

ou 0
29f
8k ok’
Esto significa que cuando se sigue la trayectoria Optima para la acumulacién de capital, la tasa con
la que una unidad del capital se desprecia en un intervalo corto tiene que ser igual a su contribucion

a los beneficios actuales durante el intervalo mas su contribucion a los beneficios potenciales en el
futuro, es decir, después del intervalo corto.

A= 91)

C.2. El Principio del Maximo

Los dos resultados en las ecuaciones (80) y (21), junto con el requerimiento que k= f (k,z,t)
que forma parte de la especificacion del problema, se pueden resumir con la ayuda de una funcién
auxiliar que se suele llamar la funcién Hamiltoniana, o el Hamiltoniano:

H=ulk,z,t) + M\ f(k,z,t).

Todas las tres formulas se pueden expresar en términos de las derivadas parciales del Hamiltoniano:

OH .

o k, 92)
OH

o =0 o
OH .

o = —\ %94)

Estas tres formulas determinan conjuntamente las trayectorias a través del tiempo de la variable de
control, x;, el stock de capital, k;, y el valor del capital, \;.

(Por qué se habla entonces del Principio del Maximo? Para verlo, considera la siguiente modifica-
cién del Hamiltoniano:

d
HY =
u(k,x,t) + dt)\k:

= u(k,z,t) + Ne + M.
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C.3 Formulas estandares C TEORIA DEL CONTROL OPTIMO

H* se puede interpretar como la suma de los beneficios realizados durante un intervalo muy corto
de tiempo y la variacion en el valor del stock de capital (que resulta tanto de una variacién de la
cantidad como de una variacion de la valoracion) durante este intervalo de tiempo. En otras pala-
bras, resume todos los beneficios actuales y potenciales futuros. Esto es lo que se quiere maximizar
durante el periodo bajo consideracion, desde el momento inicial hasta 7". Pero si maximizamos H*
con respecto a x y k, simplemente obtenemos (B0) y (21]). EI Hamiltoniano modificado H* se dis-
tingue de H porque incluye ganancias de capital. Pero esto es s6lo una cuestion de definicion. Si
utilizamos H en lugar de H*, las férmulas relevantes son las de las ecuaciones (22) a (24).

Para las condiciones de frontera, mira (T322). No se han mencionado las condiciones del
segundo orden pero en un principio las deberiamos comprobar también.

C.3. Formulas estandares

En economia, el problema del control 6ptimo a menudo tiene la siguiente forma. La funcion obje-
tiva es:

t
W<k0) :/ u(ktaxbt)eiptdt
0

donde =" es el factor de descuento y ko, el valor inicial de la variable de estado, se presenta como
parte del problema. La ecuacién de estado es k = f(k, uy, t).

Para un problema de este tipo, el Hamiltoniano es:
H = U(kt, Ty, t)e_pt + )\tf<kt7 T, t)
El Principio del Méximo requiere que las siguientes ecuaciones se cumplen para ¢ € [0, o0]:

on
o\
on
ox
o
ok

Un método igualmente valido es utilizar el Hamiltoniano de valor corriente que tiene la siguiente
definicion:

HC = He_pt = u(k:t, T, t) + ,Utf(kt,xt,t),

donde trabajamos con una variable de co-estado modificada © = A;e **. Las condiciones del
primer orden son ahora:

oH
o
OH
x
OH .
o = htew
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C.4 Literatura C TEORIA DEL CONTROL OPTIMO

C.4. Literatura

Una buena introduccion a la teoria del control 6ptimo es (TI). Sydsater, Strgm and
BercK (PO00) ofrecen una coleccion de férmulas utiles. The derivaciones en este apéndice son
un resumen del articulo de Dorfman (T969) que da una interpretacion econdmica al Principio del
Miéximo (Maximum Principle).
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